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ВВЕДЕНИЕ 
 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
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где 04343 ≠+++ bbaa , ia , ib  5,0=i  - аналитические по t  функции, Nnm ∈, . 
 
Найдем необходимые и достаточные условия, при которых система (1) имеет свойство Пенле-
ве. В случае 2≥= mn  такая задача решена в [1, 2]. Поэтому будем считать, что 2>> mn . 
Основной результат 
1. Пусть 03443 ≠−=Δ baba . Тогда, выполнив в (1) линейное преобразование 
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−+→ babaybabaxyx  
правой части, имеем 
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⎞⎜⎝
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Таким образом, получим систему того же вида, в которой свободные коэффициенты правых 
частей тождественно равны нулю. Поэтому в рассматриваемом случае можем считать, что 
055 == ba , т.е. система (1) примет вид 
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Полагая в (2) nuyaxa =+ 43 , mvybxb =+ 43 , получим систему вида 
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где ,40300 n
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Вводя в систему (3) параметр ε  по формулам 
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будем иметь 
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Считая mp = , nq = , mnr = , при 0=ε  получим упрощенную в смысле Пенлеве систему 
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где ).(),( 000000 tt ββαα ==  
 
Интегрируя ее, найдем 
 
( ) ( ) ,)(,)( 110100 mn mVnU ττβττα −=−=  
 
где 10 , ττ  – произвольные постоянные. 
 
Следовательно, для отсутствия подвижных особенностей в решениях системы (3) необходимо, 
чтобы 0)(,0)( 0000 == tt βα . Поскольку 0t  – произвольная точка, не являющаяся особой для 
коэффициентов системы (3), то 03040 =+ aaab  и 03040 =+ babb . Откуда, в силу 0≠Δ , имеем 
000 == ba . 
С учетом полученных ограничений системы (3) и (4) примут соответственно вид 
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Рассмотрим случаи. Полагая в (6) 1=p , 0=q , nr =  при 0=ε  получим упрощенную систе-
му 
 
,0, 142
1 =+= −− VVVVUU mmn && αα  
 
для однозначности решений которой необходимо требовать 042 == αα . 
Полагая теперь в (6) 0=p , 1=q , mr =  при 0=ε  получим упрощенную систему 
 
,,0 31
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которая имеет однозначные решения только если β1=β3=0. 
Отсюда следует, что в случае 0≠Δ  для наличия свойства Пенлеве у системы (2) необходимо 
требовать 
 
,03142 ==== bbaa   (7) 
 
и система (5) при этом примет вид 
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Последняя система обладает свойством Пенлеве в том и только том случае, если α1=0, β2=0, от-
куда 
 
.043 == ba   (8) 
 
Но наличие условий (7) и (8) противоречит случаю 03443 ≠−=Δ baba . То есть при 0≠Δ  сис-
тем вида (1) со свойством Пенлеве нет. 
Итак, справедлива 
Теорема 3.1. Система (1) при 03443 ≠−=Δ baba  имеет подвижные критические особые точ-
ки. 
2. Пусть 03443 =−=Δ baba . 
2.1. Если 03 ≠a , то выполнив в (1) линейное преобразование 
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Пусть 03 ≠b , тогда выполнив в (9) замену переменных по формулам 
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получим систему 
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Введем в (10) параметр ε  по формулам 
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Получим 
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Считая 1=p , 0=q , mr = , при 0=ε  имеем упрощенную систему 
 ( ) ,0,5133201 =−=++ −− WbaWUmU nnm && ψαα  
 
где ).(),(),(),(),( 055033033022000 ttbbtaatt ψψαααα =====  
 
Так как по предположению 033 ≠⋅ba , то для однозначности решений последней системы не-
обходимо требовать, чтобы 0520 === ψαα . Тогда считая в (11) np = , 1=q , )1( −= nmr , при 
0=ε  получим (т.к. mn > ) 
 ( ) .0,1331 == −− WUbaUmU mnnm &&  
 
Так как по предположению 033 ≠⋅ba , то полученная система не обладает свойством Пенлеве. 
Если 03 =b , то система (9) примет вид 
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Полагая в (12) vyuyaxa n ==+ ,43 , получим систему 
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В (13) введем параметр ε  по формулам τεεε rp ttVvUu q +=== 0,, . Получим 
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Считая 1=p , 0=q , nr = , при 0=ε  имеем упрощенную систему  
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для однозначности решений которой необходимо требовать 020 == αα . 
Тогда полагая в (14) 1=p , 0=q , 1−= nr , при 0=ε  имеем 
.0,1
1 ==− VUUnU n && α  
Решения системы однозначны только если 01 =α , что не может быть выполнено при предпо-
ложении 03 ≠a . 
2.2. Пусть 03 =a , 04 ≠a . 
Поскольку 0=Δ , 03 =a , 04 ≠a , то 03 =b  и система (1) примет вид 
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Выполнив в (15) линейное преобразование 
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Полагая в (16) nuy = , vx = , имеем систему 
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Введем параметр ε  по формулам Uu ε= , Vv = , τε ntt += 0 . Тогда при 0=ε  получим 
 ( ) .,0 5101 ψψ =−−= − mn VbUnUV &&  
 
Для однозначности решений последней системы необходимо требовать 0510 === ψψ b . Тогда 
система (17) примет вид 
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Так как 2>m , т.е. 11 >−m  и mn > , то умножив полученные неравенства, получим 
mmn >− )1( , а значит, 0)1( >−− mmn . Т.е. для отсутствия подвижных критических особых то-
чек в решениях системы (18) необходимо требовать, чтобы 04 =b . Следовательно (18) примет вид 
,0, 22140 =−′+++=′ ubunuavauav nnϕ  
решения которой обладают Р-свойством. Итак, для того, чтобы система (1) обладала свойством 
Пенлеве в рассматриваемом случае, необходимо и достаточно, чтобы 03 =b , 03 =a , 04 ≠a , 
00 =ψ , 01 =b , 05 =ψ , 04 =b . 
2.3. Пусть 043 == aa , 04 ≠b . Тогда (1) примет вид 
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Выполнив линейное преобразование 
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Используя результаты исследования системы (13), получаем, что необходимо требовать 
0210 === ααα . Но условие 01 =α  равносильно 04 =b , что невозможно в данном предположе-
нии. 
2.4. Пусть 0443 === baa , 03 ≠b . Тогда (1) примет вид 
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Выполним преобразование 
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Полагая mux = , vy = , имеем 
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Введем параметр ε  по формулам Uu pε= , Vv qε= , τε rtt += 0 , получим 
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Считая mrqp === ,0,1 , при 0=ε  имеем упрощенную систему 
,0,250
1 =++=− VVaaUmU nm && ϕ  
для однозначности решений которой необходимо требовать, чтобы 00 =ϕ , 05 =a , 02 =a . 
При этих условиях система (19) не имеет подвижных критических особых точек. 
Теорема 2. Для того чтобы система (1) обладала свойством Пенлеве, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия 03 =a , 
′
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b
b
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В работе найдены необходимые и достаточные условия, при которых система (1) не имеет под-
вижных критических особых точек. 
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THE PAINLEVE PROPERTY FOR THE FIRST ORDER SYSTEM OF TWO DIFFER-
ENTIAL EQUATION OF N AND M DEGREE 
 
E.E. KULESH, V.M. PECEVICH 
 
Summary 
 
The necessary and sufficient conditions Painleve property for the first order systems of differential 
equations. 
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